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ABSTRACT

Das vorliegende MNI-Projekt soll die Verstandlichkeit der Zusammenhénge in einem
Teilgebiet der Differenzialrechnung, dem Verlaufsaspekt, nachhaltig erhéhen. Unter
dem Begriff ,Verlaufsaspekt“ sollen Betrachtungen zu Ableitungsfunktionen, Monoto-
nie, relative Extrempunkte, Krimmung und Wendepunkte verstanden werden.
Durch Partner- und Gruppenarbeiten anhand von vorgegebenen Arbeitsbléttern und
einem Stationenbetrieb sollen Reflexions- und Kommunikationsprozesse bei den
Schilerinnen eingeleitet, Zusammenhédnge klar gemacht und die Anwendbarkeit der
Differenzialrechnung in Naturwissenschaften, Technik und Wirtschaft betont werden.
Zur besseren Darstellung der Zusammenhénge dienen Animationen mit Mathematica
- Movies und zur Auslagerung von komplizierten Berechnungen wird das CAS
» Mathematica® verwendet.

Schulstufe: 12. Schulstufe

Facher: Mathematik und angewandte Mathematik

Kontaktperson: Mag. Wolfgang NARRATH

Kontaktadresse: BHAK Leibnitz, Klostergasse 18, 8430 Leibnitz
Wolfgang.narrath@gmx.at
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1 EINLEITUNG

1.1 Die Kurvendiskussion im Wandel der Zeit

Die Kurvendiskussion war immer schon ein wesentlicher integrativer Teil der Diffe-
renzialrechnung des Mathematikunterrichtes. In der Zeit vor der Einfiihrung von gra-
fikfahigen Taschenrechnern und Computern im Unterricht lag ihre Aufgabe unter an-
derem darin, die nétigen Daten (Punkte) flr das handische Zeichnen einer Funkti-
onskurve zu liefern. Der Schwerpunkt lag beim schemahaften Berechnen aller mogli-
chen besonderen Punkte einer Funktionskurve und somit speziell beim Lésen von
Gleichungen. Oft wurde — natirlich auch aus zeitlichen Grinden - wenig Wert auf In-
terpretationen der Ergebnisse gelegt. Praktische Anwendungen kamen dabei meis-
tens Uberhaupt zu kurz. Die meiste Zeit wurde in das Erlernen von teilweise kompli-
zierten Ableitungsregeln, in das analytische Lésen von Gleichungen und in das han-
dische Zeichnen von Funktionsgraphen investiert. Kurzum: Es wurde eine Art von

,Miniexpertlnnenausbilung“ betrieben.
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Dieser Weg erscheint heute — im technologischen, arbeitsteiligen Zeitalter — nicht

mehr sinnvoll.

In unserer arbeitsteiligen Welt kann niemand mehr Experte / Expertin auf allen Fach-
gebieten sein. Vielmehr missen Héher Gebildete versuchen, sich in mdglichst vielen
Fachgebieten ein fundiertes reflektiertes Grundwissen anzueignen, um sich mit Ex-
pertinnen verstandigen zu kénnen, um deren Expertisen zu verstehen und um deren

Erkenntnisse einer Allgemeinheit mitteilen zu kénnen.

Auf die Ausbildung im Fachgebiet Differenzialrechnung (aber auch in anderen Gebie-
ten der Mathematik) in den allgemein - und berufsbildenden héheren Schulen um-

gemunzt kdnnte dies Folgendes bedeuten:

* Das Erlernen von unverzichtbaren Grundwissensaspekten und der reflektierte

Umgang mit diesen.

* Die Auslagerung von komplizierten Berechnungen an ein Expertensystem (CAS).
* Die Kommunikation mit diesem Expertensystem (richtige Eingabe und sinnvolle
Interpretation der Ergebnisse),

*

Eine Kommunikation in den Arbeitsgruppen, sowie das Trainieren der Fahigkeit,
die gewonnenen Erkenntnisse einer Allgemeinheit mitteilen zu kénnen.
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1.2 Probleme im Unterricht und erste Losungsansatze

Nach meiner Erfahrung haben die Schilerlnnen oft Probleme, die wesentlichen Aus-
sagen der Differenzialrechnung zu verstehen und richtig zu deuten. Der Sinn der Be-
rechnungen sowie deren Ergebnisse werden mitunter schlecht oder gar nicht ver-

standen. Immer wieder ,verstecken® sich die Schiilerinnen hinter langen Berechnun-
gen, ohne das Ergebnis interpretieren zu kénnen und somit erfasst zu haben. Insge-
samt besteht somit Handlungsbedarf, diese Kommunikationsfahigkeit und das tiefere

Verstandnis flr diese Zusammenhange (= Reflexion) zu verbessern.

Dieses Projekt Uber die Kommunikationsfahigkeit im Gebiet der Differenzialrechnung
tangiert sowohl die inhaltlichen als auch die methodischen Leitlinien des Schwer-
punkts ,,Grundbildung und Standards®.

Das Wissen Uber die der Differenzialrechnung innewohnenden globalen Idee der
Veranderung und die Beherrschung derselben bildet einen wichtigen Beitrag fur All-
tagsbewaltigung, Weltverstéandnis sowie Studierfahigkeit. Man denke dabei etwa an
den Zusammenhang zwischen dem erzielten Erlés und der verkauften Menge einer

Ware eines Betriebes, bei einem variablen Marktpreis.

Ich arbeite mit unterschiedlichen Kontexten und authentischen, anwendungsorientier-
ten Situationen. So werden Problemstellungen aus Wirtschaft, Physik, Biologie, Me-
dizin und Technik verwendet. Im medizinischen Beispiel etwa geht es um die Be-
schreibung der Veranderung der Konzentration von Medikamenten im Kérper eines

Menschen.

Die Schilerlnnen werden in diesem Projekt in Arbeitsgruppen, durch Instruktionen
(Lehrervortrage, Beschreibungen) und in Form eines Stationsbetriebes mit den we-
sentlichen Erkenntnissen der Differenzialrechnung konfrontiert.

Das Konzept von R. Fischer tber die ,Héhere Allgemeinbildung® soll im Rahmen der
Differenzialrechnung — insbesondere beim Verlaufsaspekt (Ableitungsfunktion, Mo-
notonie, relative Extrempunkte, Krimmung und Wendepunkte) erprobt und auch rea-

lisiert werden.

Im Unterricht soll das daflr nétige Grund — und Reflexionswissen erarbeitet werden.
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Dieses reflektierte Grundwissen, welches fir eine gedeihliche Kommunikation mit
Expertinnen (Personen, Blcher, Computerprogramme) vonnéten ist, soll im Unter-
richt durch gezielt eingesetzte Arbeitsauftrage und Sozialformen nachhaltig entwi-

ckelt werden.

Umfangreiche Berechnungen sowie graphische Darstellungen werden an das CAS

,Mathematica“ ausgelagert

1.3 Das Fischer — Konzept der Hoheren Allgemeinbildung

Der Aufbau dieses MNI - Projektes mit seinen Teilzielen fokussiert auf das Fischer

Konzept der Hoheren Allgemeinbildung:

Grundwissen

Allgemeinbildung Expertenausbildung
Operieren

Reflektieren

Fischer sieht die Rolle eines / einer allgemeingebildeten Laien / Laiin sehr stark mit
den Kompetenzen des Grundwissens und der Reflexion verbunden. Dieser / Diese
soll zwischen Expertlnnen und der Allgemeinheit Wissen vermitteln kénnen. Er / Sie
soll verstehen, was die Expertisen der Expertlnnen meinen, soll diesen sinnvolle
Fragen stellen kdnnen und soll dieses Wissen auch in Richtung Allgemeinheit — ent-
sprechend transformiert - transportieren kénnen. Er / Sie muss also kommunizieren

kdnnen.

Demzufolge treten bei diesem vorliegenden Unterrichtskonzept operative Elemente
sehr stark in den Hintergrund (werden tiw. an CAS ausgelagert), wahrend kommuni-
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kative, reflektive Elemente sehr stark in den Vordergrund treten. Natlrlich missen
auch wesentliche Grundwissensaspekte vorhanden sein, um diese Kommunikations-
fahigkeit zwischen gebildeten Laien / Laiin und den Experten bzw. der Allgemeinheit

bilden zu kbnnen.

Dieser Unterricht unterscheidet sich von einem konventionellen, klassischen Unter-
richt in der Auswahl der relevanten Grundwissensaspekte, in der Verknipfung dieser
Grundwissensaspekte mit kommunikativen Elementen, in der Betonung der Reflexi-
on, in den vorherrschenden Sozialformen des Unterrichts (Partner- und Gruppenar-
beiten, Diskussionen) sowie durch stattfindende Aushandlungen.

1.4 Die Ziele dieses MNI — Projektes

Dieses Projekt soll dazu dienen, einen verstandnisorientierten, reflektierten und
kommunikativen Umgang der Schiilerinnen mit wesentlichen Grundwissenselemen-

ten des Verlaufsaspektes der momentanen Anderungsrate zu organisieren.

Konkret sollen die folgenden 4 Teilziele mit diesem MNI — Projekt erreicht werden:

Teilziel 1:

Die Schulerlnnen sollen tber grundlegende Vorstellungen Uber die Begriffe des Ver-

laufsaspektes verfigen und diese auch kommunizieren kénnen.

Zu diesen Begriffen z&hlen:

* Ableitungsfunktionen

* Monotonie (wachsend, fallend)

* relative Extrema (rel. Hochpunkte, rel. Tiefpunkte)

* Krimmung (positiv - progressiv, negativ — degressiv)

* Wendepunkte
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Teilziel 2:

Die Schulerlnnen sollen die oben angeflihrten Begriffe in vorgegebenen Funktions-

kurven auffinden und interpretieren kénnen.

Teilziel 3:

Die Schulerlnnen sollen die oben angefiihrten Begriffe aus einfachen Funktionsglei-
chungen (Polynomfunktionen zweiten und dritten Grades) handisch (d.h. mit Hilfe

von einfachen Taschenrechnern) berechnen, identifizieren und interpretieren kénnen.

Teilziel 4:

Die Schiilerlnnen sollen in Kleingruppen (Partnerarbeit) eine Anwendungsfunktion
aus den Bereichen Physik, Biologie, Medizin, Technik bzw. Wirtschaft mit Hilfe eines
CAS (Mathematica) in Hinblick auf den Verlaufsaspekt untersuchen, interpretieren,

reflektieren und dariiber kommunizieren kénnen.
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2 DIE DARSTELLUNG DES PROJEKTABLAUFES

Dieses MNI — Projekt wurde im Schuljahr 2006 / 2007 zwischen Janner und April an
der BHAK Leibnitz im 4 C Jahrgang durchgeflhrt. Dieser 4 C Jahrgang bestand aus
12 Schulerinnen und aus 11 Schilern im Alter zwischen 17 und 19 Jahren. Von den

zwei Wochenstunden aus Mathematik fand eine Unterrichtsstunde im IT — Saal statt.

Das Vorwissen der Schilerinnen auf dem Gebiet der Differenzialrechnung:

Den Schulerlnnen wurde vor diesem Projekt ein Unterricht tber die mittlere — und
(iber die momentane Anderungsrate (punktueller Aspekt) erteilt. Der Umgang mit
dem CAS ,Mathematica“ war den Schilerlnnen bereits vertraut.

2.1 Der Projektablauf

1. Unterrichtseinheit:

Vorstellung der einzelnen unterschiedlichen Problemstellungen (Wirtschaft, Physik,
Biologie, Medizin und Technik).

Bildung von Arbeitsgruppen mit jeweils 3 Schilerlnnen; jede Arbeitsgruppe bekam
eine von ihr ausgesuchte Problemstellung (Arbeitsblatt); jede Problemstellung wurde
von mindestens 2 Arbeitsgruppen bearbeitet;

Alle Arbeitsgruppen sollten ,ihre* Funktionskurve auf Monotonie, rel. Hochpunkt, rel.
Tiefpunkt, Krimmung und Wendepunkte hin untersuchen, wobei diese Begriffe zu-
nachst nur umgangssprachlich — aus der jeweiligen Sicht der Gruppe — geklart und
verwendet wurden.

Am Ende der UE prasentierten die Arbeitsgruppen ihre Erkenntnisse im Plenum; die
anderen Arbeitsgruppen und der Lehrer erganzten und korrigierten wenn erforderlich.
Daraus ergab sich die Notwendigkeit, genauere Methoden zur Bestimmung dieser
Begriffe zur Verflgung zu haben.

2. Unterrichtseinheit:

Einflhrung der Ableitungsfunktion als wichtiges Instrument zur Verlaufsuntersu-
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chung.

Mit Experimenten in Zweiergruppen und Zusammenflihrung dieser Ergebnisse im
Plenum wurde die Ableitungsfunktion entwickelt, abschlieBend analytisch berechnet
und mit dem Computerprogramm grafisch dargestellt.

3. Unterrichtseinheit:
Klarung des Begriffes der Monotonie mit den Werkzeugen der Differenzialrechnung.
(Lehrervortrag mit CAS — Unterstlitzung)

4. Unterrichtseinheit:

Klarung des Begriffes der rel. Extrempunkte mit den Werkzeugen der Differenzial-
rechnung.

(Lehrervortrag mit CAS — Unterstiitzung)

5. Unterrichtseinheit:

Klarung des Begriffes der Krimmung und des Wendepunktes mit den Werkzeugen
der Differenzialrechnung.

(Lehrervortrag mit CAS — Unterstitzung)

Vergabe eines Arbeitsauftrages als Haustbung:

Ein Zeitungsartikel Uber den Verlaufsaspekt war fir die Allgemeinheit zu schreiben.
Es sollten keine Berechnungen darin vorkommen, sondern nur die wichtigen Begriffe
moglichst einfach erklart werden. (Lange: ca. 1 DIN A4 Seite mit WORD)

Urspriinglich war es geplant, die Inhalte der gehaltenen UE 3 — UE 5 in einer einzi-
gen UE durchzufiihren. Probleme mit dem Beamer, Prifungstatigkeiten und organi-

satorische Belange flhrten aber zur Aufspaltung.

6. Unterrichtseinheit:
Stationenbetrieb:
Die Schilerlnnen organisierten sich in 3-er und 4-er Gruppen und bearbeiteten 4
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Stationen (die tiw. doppelt vorhanden waren). Jede Gruppe durchlief 2 Stationen pro

Unterrichtseinheit.

Station 1: Herleitung von Ableitungsregeln (Experimente mit dem CAS Mathemati

ca).

Station 2: Experimente zu Monotonie und rel. Extrempunkte. Schriftliche Kurzberich
te.

Station 3: Experimente zu Krimmung und Wendepunkte. Schriftliche Kurzberichte.

Station 4: Spiele zum Verlaufsaspekt (Funktions- UNO, Reiterspiel)
An dieser Station wurde versucht, auf spielerische Art die Begriffe des Ver
laufsaspektes den Schilerlnnen nahezubringen. Dafir wurde ein Karten-
spiel entwickelt (Funktions-UNQO) und ein Wrfelspiel aus der didaktischen

Literatur Gbernommen.

[Schilerinnen beim Arbeiten an der Station 1 (Entwicklung der Ableitungsregeln)]
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[Schiler beim ,Kartenspielen“ (Funktions-Uno — Diskussion um Kurveneigenschaf-
ten)]

7. Unterrichtseinheit:
Stationenbetrieb (s.0.)

8. Unterrichtseinheit:
Besprechung der Ergebnisse und Erkenntnisse des Stationsbetriebes im Plenum.

9. Unterrichtseinheit:

Vorstellung eines Musterbeispiels zum Thema Kostenfunktion mit dem CAS Mathe-
matica. Ausweitung der Werkzeuge des Verlaufsaspektes auf Parameterfunktionen.
3-D Darstellung der Parameterfunktion.

10. Unterrichtseinheit:

Die Arbeitsgruppen von der 1. Unterrichtseinheit bekamen nochmals ,ihre® Funkti-
onskurve. Diesmal jedoch als Parameterfunktion und mit speziellen Arbeitsauftragen,
die teilweise interpretativ (durch Beschreibungen und Erklarungen) und teilweise
rechnerisch sowie grafisch (3D) mit dem CAS Mathematica durchzuflihren waren.
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Diese Auftrage waren innerhalb eines angemessenen Zeitraumes (1 — 2 Wochen) zu

erflillen, schriftlich zu dokumentieren und abzugeben.

Dazwischen:

Handisches Rechnen zum Thema Verlaufsaspekt (Teilziel 3)
Arbeiten mit Funktionssteckbriefen (Umkehraufgaben)
Ubungen fiir die 2. Schularbeit

2. Schularbeit zum Thema Verlaufsaspekt

Rlckgabe, Besprechung und Verbesserung der 2. Schularbeit

17. April:

Erteilung eines Arbeitsauftrages zur Gestaltung einer Plakatvorlage zum Thema Ver-
laufsaspekt. Dieser Auftrag wurde von Gruppen zu jeweils 4 Schilerlnnen in dieser
UE durchgeflhrt.
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3 DIE EVALUIERUNG DIESES PROJEKTES

3.1 Die Evaluierungsinstrumente

Die folgenden Arbeitsauftrdge wurden als Evaluierungsinstrumente verwendet und
dienten somit zum Uberprifen der Projektteilziele

Schreiben eines Zeitungsartikels

Die 2. Schularbeit

Entwurf eines Plakates

Gruppenarbeiten (Kleinprojekte) zum Verlaufsaspekt

3.2 Die Evaluierung der Teilziele

3.2.1 Teilziel 1

Teilziel 1:

Die Schilerlnnen sollen tber grundlegende Vorstellungen Uber die Begriffe des Ver-

laufsaspektes verfigen und diese auch kommunizieren kénnen.

Zu diesen Begriffen z&hlen:

* Ableitungsfunktionen

* Monotonie (wachsend, fallend)

* relative Extrema (rel. Hochpunkte, rel. Tiefpunkte)

* Krimmung (positiv - progressiv, negativ — degressiv)

* Wendepunkte
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3.2.1.1 Das Schreiben eines Zeitungsartikels

Der Klasse wurde am 6. 2. 2007 der Auftrag erteilt (HU), einen fiktiven (fir die Allge-
meinheit verstandlichen) Zeitungsartikel Gber den Verlaufsaspekt zu schreiben. Als

Lange wurde etwa eine DIN A 4 Seite vereinbart. Dieser Auftrag wurde von 21 Schi-
lerinnen erflllt. Die Qualitat der Artikel wurde mit 3 Punkten, 2 Punkten und 1 Punkt

beurteilt.
AnschlieBend nun eine Auswahl von zwei Artikeln:

Die Verlaufsaspekte

Gute Mathematiker werden von vielen Menschen beneidet. Sie kennan sich perfakt
mit Formeln aus, haben for (nahezu) jede Frage aus dem Alltag eina gule Antwort
und es scheint 50 als hatten sie immer den Durchblick, Vor allem beschaftigen sie
sich aber mit Fermaln, fir welche normale” Menschen keine Bedeutung finden.
Doch man kann die Mathematik auch chne Zahlen erklaren wie zB die
Verlaufsaspekta der Mathematik. Diese sind ein sehr wichtiger Bestandsteil der
Mathematik und dienen zur genauen Analyse von Funktionskurven, Zu den
Verlaufsaspektan gehtiren die Manolonie, die relativen Extreme, die Kriimmung wnd
der Wendepunki, welche sich ganz einfach erdaren assen:

Wie der Name
B /! Monotonie schan
j sagt handelt es

y=x
| sichum

Einténigkert bzw.
Gleichférmigkeit.

Wenn eine Funktion also davemnd
steigt nennt man sie moncton
steigend, ist das Gegenteil der Fall
nennt man sie monatan fallend,

Laien kéinnen wahl auch rmit dem Waort
Jrelative Extreme’ nicht sehr vigl
anfangen, jedoch kann man diese
ganz einfach auch relativer Hochpunkt
bzw. Tiefpunkt nennen, womit den
meisten wohl schon geholfen ist. Es
handelt sich dabei schlicht und einfach
um den grokten oder kisinsten VWert,
den die Funktizn annimmt

Ein Wendepunkt ist der Punkt in einer
Kurve, an dem die Kurve von einer
Lirks- in eine Rechiskurve oder
umgekehrt geht, Der Wendepunkt
kann auch einfach Bogenwechseal

genannt werden

Beai der Krilmmung izt eigentlich nur
anzumerken, das sina nach links
gekrimmte Kurve aine positive
Krimmung bedeulet und eine nach
rechts gekrimmite Kurve aine negative

Krimmung badaulat

[Michael K.]

Seite 16



Verlauf einer Funktion

Jede Funktion kann man grafisch darstellen, Dabei st dor Viertaul der Funkion
ausschlaggebend. Um den Verlauf grafisch und rechnerisch darstelien zu konnen benotig es
pestimmis Funktionsmerkmale: Monatonie, Extrempunkie und Wendepunkie.

Monotonie

Bel der Mongtonie unterscheidet man monoton steigend und monoton fallend,

= Man spricht von® monoton sfesgend”, wenn die Funkbonswena von bnks nach rechis
bestandig zunahman

= \on jmonofon falfiend” spricht man, wann die Funktionswerte von inks nach rechls
bestandig abnehmen i

Extrempunkte

LUinter Extrenmwerte siner Funktion verstehl man die Hoch - bew

Tiefpunkle eines Graphen

Der Extrempunkt ist janer, bei demn die Steigung des Graphen Null ist,

Samit ist die Tangente waagrechi =

iy

Maonotonie und Extempunkte kdnnen mit der 1. Abletung der Funktion N v
herechnzt werdan -

Kriimmung *

[%a Krimmung efner Funktion kann in enen .progressiver Verlauf und einen .degressiven

Verauf” singataill werden

= Ein gdegressiver Verdaul™ ist gegeben, wenn der Graph eine Rechiskurve macht baw, dis
Dvahung der Kune im Lihrzeigersinn stattfindet

= Ein progresswver Vedauf 15t gegebne, wenn der Graph eine Linkskurve macht bew, die
Drehung der Kurve gegen den Uhrzeigersinn stattfindat.

Wendepunkt
Der Wendapunkl ist ein Punkt auf der Funktions, an welchem der Graph seine Kriimmung
a@nder, Ein Graph wechselt entweder von einer Rechis- in einer Linkskurve oder B
umgekeht, ——

Die Krummung wund der Wendepunkt konnen mit Hitle der —
2. Ablailung barechnel werden

Beispis) fir eing Funktion: sartt Hoch-, Tiels und Wendeponk!, (oot 1. Ableitumg, in Baw; 2. Ableifung

[Stefanie F.]

3.2.1.2 Das 2. Beispiel aus der 2. Schularbeit

Diese Schularbeit wurde am 23. 3. 2007 von 22 Schulerlnnen mitgeschrieben.

In diesem 2. Beispiel ging es um die Beschreibung, Erklarung und um Eigenschaften
von einigen Begriffen des Verlaufsaspektes. Die Art der Qualitdt der Beantwortung
der einzelnen Fragen wurde mit jeweils maximal 2 Punkten beurteilt. Somit ergaben

sich die folgenden Beurteilungsstufen:

Seite 17



* Gute Kenntnisse bei 2 Punkten

* Durchschnittliche Kenntnisse bei 1 Punkt

* Schlechte Kenntnisse bei 0 Punkten

Bsp.2 — GrA - a) Erklaren Sie den Begriff ,Monoton steigend*!

Bsp.2-GrA-a
10

10
8 -
6 -
4 -
24 | 1

a'p
0 T

gute durchschn. schlechte

Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse

o = N W s o N

Bsp.2-GrA-b

£2j |2'

gute durchschn. schlechte
Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse

Bsp.2 — GrA - b) Welchen Zusammenhang gibt es zwischen der zweiten Ableitung

und der Krimmung?

Bsp.2 — GrA - ¢) Welche Eigenschaften besitzt ein rel. Tiefpunkt?

Bsp.2-GrA-c

O T
gute durchschn.
Kenntnisse Kenntnisse

schlechte
Kenntnisse

o = N w B~ O

Bsp.2-GrA-d

schlechte
Kenntnisse

gute Kenntnisse  durchschn.
Kenntnisse

Bsp.2 — GrA - d) Was wird durch die erste Ableitungsfunktion ausgedrickt?
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Bsp.2 — GrB - a) Erklaren Sie den Begriff ,Monoton fallend*!

Bsp.2-GrB-a

7

o = N W H oo N

gute
Kenntnisse

0

durchschn.
Kenntnisse

schlechte
Kenntnisse

Bsp.2-GrB-b

o LN w A~ oo

5

gute
Kenntnisse

durchschn.
Kenntnisse

schlechte
Kenntnisse

Bsp.2 — GrB - b) Welchen Zusammenhang gibt es zwischen der zweiten Ableitung

und der Krimmung?

Bsp.2 — GrB - ¢) Welche Eigenschaften besitzt ein rel. Hochpunkt?

Bsp.2-GrB-c Bsp.2-GrB-d

5

o =4 N W B~ O
(=T SIS I NG -

a’v

schlechte
Kenntnisse

durchschn.
Kenntnisse

gute durchschn.
Kenntnisse Kenntnisse

schlechte gute
Kenntnisse Kenntnisse

Bsp.2 — GrB - d) Welche Eigenschaften besitzt ein Wendepunkt?

3.2.1.3 Die Gestaltung eines Plakates zum Verlaufsaspekt

Am 17. April 2007 wurde die Klasse aufgefordert, sich in Gruppen zu 4 Personen zu
Uberlegen, wie ein Plakat mit den wichtigsten Begriffen zum Verlaufsaspekt ausse-
hen kénnte. Dies erforderte einen Aushandlungsprozess, da ja auf einem Plakat
nicht gentigend Platz fur alle Begriffe vorhanden ist. Die anwesenden 20 SchilerIn-
nen gestalteten in Summe 5 Entwirfe. Zwei dieser Entwurfe sind anschlieBend ange-
fuhrt:
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Wendepunikt: /—‘I\ / Monatonie:

Die Krimmung anded sich - -af : v e f' (up> 0 monaoton staigend
f* (=0 o I () = 0 mansbon Falend
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o . Die Wanatanie dnderd sich
Kriammung: F =0
[ {x} » O posdiv gekrimml

F* it = 0 nngalie gekrimmi Hoehgsenikt £ {x) <0

[Gruppe Catherina G., Michael K., Michaela M., Oliver R.]

oie Verlautsaspekigq
.ﬂr:‘:Tl'ﬂ-ﬁﬁ@M 1 “ﬁq@”ﬁmg 2, E‘iﬂ@mﬂg

L"'

B&!ﬁ@ﬁ@ﬂ-ﬁ' Hig) o= $2e* & 100 + 28 i) e & -2 10 I"{x) = B - 28
[omaiemis freei— mﬂnm

r‘mf'mm oty e d v oooaiy pelrivewd
Fr o 4 poaillly jpoferisn]

Whendemunbis 124

[Gruppe Andreas N., Philipp T., Stefan V., Georg W.]
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3.2.2 Teilziel 2

Teilziel 2:

Die Schilerlnnen sollen die oben angefiihrten Begriffe (Monotonie, rel. Extrema,
Krimmung, Wendepunkte) in vorgegebenen Funktionskurven auffinden und interpre-

tieren kbnnen.

3.2.2.1 Beispiele aus der 2. Schularbeit

Bsp.3) Die folgende Grafik stellt die Entwicklung der Arbeitslosenrate zwischen den
Jahren 1990 und 2006 dar. [Format vom 23. Feb. 2007, S. 34]

Arbeitslosenrate

41 111 111] " O O A B
'80"91°02'93"94 9595 '97 98090001 0203 0405 ' D6

a) Beschreiben Sie unter Verwendung entsprechender Fachbegriffe aus der
Differenzialrechnung den Verlauf der Arbeitslosenrate!

b) Kénnen anhand dieser Grafik tatsachlich relative Extremstellen berechnet

werden? Begrinden Sie kurz!

Beim Teil a konnten maximal 4 Punkte erreicht werden. Dies ergab die Beurteilungs-
stufen: Gute Kenntnisse bei 4 Punkten, durchschnittliche Kenntnisse bei 2 bis 3
Punkten und schlechte Kenntnisse bei 0 bis 1 Punkt.
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Beim Teil b konnten maximal 2 Punkte erreicht werden: Daraus ergaben sich die Be-
urteilungsstufen: Gute Kenntnisse bei 2 Punkten, durchschnittliche Kenntnisse bei 1
Punkt und schlechte Kenntnisse bei 0 Punkten.

Bsp.3-a Bsp.3-b

25 22 15

20 1"
15 10 8
10

L7 AW
T T

gute durchschn.  schlechte gute durchschn.  schlechte

Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse

Bsp. 4) Die folgende Grafik stellt den Verlauf einer Polynomfunktion in einem best.
Intervall dar. Beschreiben Sie mit einigen Satzen den Verlauf dieses Graphen von
links nach rechts und verwenden Sie daflr die Begriffe der Differenzialrechnung
(Monotonie, Krimmung, rel. Extrempunkte, Wendepunkte)!

Bei diesem Beispiel konnten maximal 4 Punkte erreicht werden. Dies ergab die Be-
urteilungsstufen: Gute Kenntnisse bei 4 Punkten, durchschnittliche Kenntnisse bei 2
bis 3 Punkten und schlechte Kenntnisse bei 0 bis 1 Punkt.

Bsp. 4

10 10

oM M O ® D

2

-
-2 -z 1 1 b4 2
-0.5
f T T T
q gute durchschn.  schlechte

Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse

Bsp. 5) Die folgenden Grafiken beinhalten jeweils einen Funktionsgraphen (durchge-
zeichnet) sowie dessen ersten Ableitungsfunktionsgraphen (strichliert gezeichnet).

a) In welchen Bereichen ist der Funktionsverlauf streng monoton steigend?

b) In welchen Bereichen ist der Funktionsverlauf streng monoton fallend?
c) An welchen Stellen befinden sich rel. Extrempunkte?

Seite 22



Auch bei diesem Beispiel konnten maximal 4 Punkte erreicht werden. Dies ergab die
Beurteilungsstufen: Gute Kenntnisse bei 4 Punkten, durchschnittliche Kenntnisse bei
2 bis 3 Punkten und schlechte Kenntnisse bei 0 bis 1 Punki.

£ [x]

Bsp.5

1 '2'

0- T T T
gute durchschn.  schlechte
=10 Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse

Bsp. 6) Die folgenden Grafiken beinhalten jeweils einen Funktionsgraphen (durchge-
zeichnet) sowie dessen zweiten Ableitungsfunktionsgraphen (strichliert gezeichnet).
a) In welchen Bereichen ist der Funktionsverlauf positiv gekrimmt?

b) In welchen Bereichen ist der Funktionsverlauf negativ gekrimmt?

c) An welchen Stellen befinden sich Wendepunkte?

Bei diesem Beispiel konnten wieder maximal 4 Punkte erreicht werden. Dies ergab
die Beurteilungsstufen: Gute Kenntnisse bei 4 Punkten, durchschnittliche Kenntnisse
bei 2 bis 3 Punkten und schlechte Kenntnisse bei 0 bis 1 Punk.

£ [x]

Bsp. 6

20

2,
& 0
-1 1 z 2 a 5 ol L=z “;

gute durchschn. schlechte
Kenntnisse Kenntnisse Kenntnisse
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3.2.3 Teilziel 3

Teilziel 3:

Die Schilerlnnen sollen die oben angefiihrten Begriffe (Monotonie, rel. Extrema,
Krimmung, Wendepunkte) aus einfachen Funktionsgleichungen (Polynomfunktionen
zweiten und dritten Grades) handisch (d.h. mit Hilfe von einfachen Taschenrechnern)

berechnen, identifizieren und interpretieren kdnnen.

3.2.3.1 Beispiel 7 aus der 2. Schularbeit

Bsp. 7) Bestimmen Sie die rel. Extrempunkte (EP) (auch HP- und TP — Bestimmung
Uber die 2. Ableitung), die Krimmungseigenschaften (K), sowie den Wendepunkt
(WP) der folgenden Funktion:

fix]= — x* - 3x® + 5x

1
3

Bei diesem Beispiel konnten maximal 8 Punkte erreicht werden. Daraus ergaben sich
die Beurteilungsstufen: gute Kenntnisse bei 7 bis 8 Punkten, durchschnittliche
Kenntnisse bei 4 bis 6 Punkten und schlechte Kenntnise bei 0 bis 3 Punkten.

Bsp. 7

2T
S

o s

3 a

38

g

g
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Ein Beispiel einer Schilerarbeit: [Stefanie F.]
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3.24 Teilziel 4

Teilziel 4:

Die Schiilerlnnen sollen als Kleingruppe (Partnerarbeit) eine Anwendungsfunktion
aus den Bereichen Physik, Biologie, Medizin, Technik bzw. Wirtschaft mit Hilfe eines
CAS (Mathematica) in Hinblick auf den Verlaufsaspekt (Monotonie, rel. Extrema,
Krimmung, Wendepunkte) untersuchen, interpretieren, reflektieren und dartber

kommunizieren kénnen.

3.2.4.1 Einige Ausziige aus den einzelnen Partnerarbeiten

Projekt — Wachstum von Sonnenblumen:

Frage 1)

Wie kann man bestimmen, zu welchem Zeitpunkt die Sonnenblume ihr Wachtums-
verhalten &ndert (rechnerisch und grafisch)?

Beschreiben Sie dies mit einigen Satzen!

ki)

ZE0F
Z00F
150F
100F

S0F

~Mit der 2. Ableitung kann man berechnen, wann sich das Wachstumsverhalten an-
dert. Man kann damit den progressiven und den degressiven Verlauf berechnen, so-
wie den Wendepunkt. Der Wendepunkt ist jener Punkt an dem sich das Wachstums-
verhalten dndert. Ab diesem Punkt geht das Wachstum der Blumen deutlich zur(ck,
bis es bei einer Héhe von 260 cm ganz zum Stillstand kommt. Der Wendepunkt der
Funktion liegt bei cirka 34 Tagen und bei ungefahr einer Héhe von 130 cm.*

[Jasmin H. und Sonja K.]

Seite 26



Projekt - Zusammenspiel von Gegenstandsweite, Brennweite und Bildweite:

Frage 3) Was passiert, wenn die Gegenstandsweite g = 50 mm betragt?

-]

200
- k
loof

= =)
20 100 150 £00

-lo00f

-zoof

-z2o0k

.Wenn die Gegenstandsweite 50 mm betrédgt, dann entsteht kein Bild. Das heiBt, ist
die Gegenstandsweite gleich die Brennweite, entsteht kein Bild.”

[Melanie D., Tina T.]

Projekt - Veranderung der Konzentration eines Medikamentes:

Frage 3:

In welchem Bereich ist die Funktion monoton wachsend bzw. monoton fallend?
(L6sen Sie dies mit dem Programm Mathematica rechnerisch und grafisch!)
Was bedeuten diese beiden Begriffe auf die Konzentration des Medikamentes

bezogen?

-3
20

25
0
15

n

5

,Die Funktion ist monoton steigend flr alle t die gréBer als 0 und kleiner als 2,1122
sind. Die Funktion ist monoton fallend fiir alle t die kleiner als 2,122 sind.

Von 0 bis 2,122 steigt die Konzentration des Medikamentes bis sie ihren Maximal-
wert von 2,122 erreicht und dann féllt sie wieder.*

(Viktoria H., Tanja K.)
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Projekt - Gewinn und Verlust:

Frage 1:

Wie kann man bestimmen, fir welche Verkaufsmenge der Gewinn ein Maximum
erreicht (rechnerisch und grafisch)?

Beschreiben Sie dies mit einigen Satzen!

Gixd

150
100

50

Z 3 ] -] 10 1z
—-&0
=100

,Um den Maximalgewinn auszurechnen, benétigt man die erste Ableitungsfunktion.
Mithilfe der ersten Ableitungsfunktion kann man den relativen Hochpunkt bzw. Tief-
punkt berechnen. In diesem Fall ist der relative Hochpunkt von Relevanz, da er hier
den Maximalgewinn darstellt!

Grafisch gesehen ist das Gewinnmaximum der Punkt, an dem die Kurve, im positi-
ven Bereich der Funktion, den weitesten Abstand zur x — Achse hat.*

[Glnther L., Udo S., Stefan V.]
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4 REFLEXIONEN

4.1 Reflexionen zum Teilziel 1

Von den abgegebenen 21 Zeitungsartikeln konnten 5 Artikel als sehr gute bzw. gute
Leistungen bezeichnet werden. 10 dieser Arbeiten konnten als durchschnittliche
Leistungen eingestuft werden und lediglich 6 Arbeiten haben nicht entsprochen. So-
mit haben mehr als zwei Drittel der abgegebenen Arbeiten das Anforderungsprofil er-
reicht. Natlrlich befinden sich auch bei den guten Arbeiten an manchen Stellen ge-
wisse Unzulanglichkeiten (Siehe etwa die Begriffsbildung Uber rel. Extremstellen
beim ersten Artikel), was aber in Anbetracht der groBen Flle an Begriffen und dem
damaligen recht frihen Wissensstand der Schilerlnnen (die Begriffe Gber den Ver-
laufsaspekt wurden teilweise erst eine UE zuvor eingefuhrt) versténdlich ist. Mit der
Vergabe eines derartigen Arbeitsauftrages wurden die Schilerlnnen angehalten, sich
Uber die einzelnen Begriffe eigene Gedanken ( = Reflexionen) zu machen. AuBer-
dem wurde die Kommunikationsfahigkeit der Schilerlnnen auf diesem Gebiet ge-
starkt.

Alle ,Theoriefragen” in der 2. Schularbeit wurden von der Mehrheit der Schilerlnnen
richtig bzw. zumindest teilweise richtig beantwortet. Am aufwandigsten fur die Schi-
lerlnnen und somit tendenziell am meisten fehlerbehaftet erwiesen sich die Fragen

nach den Eigenschaften des rel. Tiefpunktes und nach der ersten Ableitungsfunktion.

Einen weiteren Reflexionsprozess stellte die Gestaltung einer Plakatvorlage zum
Verlaufsaspekt dar. Dabei mussten sich die Schilerinnen wieder Gedanken Uber die
Inhalte der einzelnen Begriffe machen, nun diese Begriffe aber auch bewerten und
aushandeln, welche davon und in welcher Tiefe am Plakatentwurf aufscheinen soll-

ten.

Somit kann behauptet werden, dass die Uberwiegende Anzahl der Schulerlnnen die-
ser Klasse dieses Teilziel 1 erreicht haben, und somit tGber die grundlegenden Vor-
stellungen Uber die Begriffe des Verlaufsaspektes Bescheid wissen und diese auch

kommunizieren kénnen.
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4.2 Reflexionen zum Teilziel 2

Aufgrund der Evaluierungsergebnisse der Beispiele 3 bis 6 aus der 2. Schularbeit ist
ersichtlich, dass beinahe alle Schiilernnen (bis auf jeweils 2) mit den verschiedenen
Aufgabenstellungen umgehen konnten. Somit verfligen sie Uber die Fahigkeiten, Ver-
laufsaspekte in vorgegebenen Funktionskurven erkennen, beschreiben und interpre-
tieren zu kénnen. Lediglich mit der ziemlich in die Tiefe gehenden Reflexionsaufgabe
(Bsp. 3b) konnten 8 Schilerlnnen nichts anfangen und lieferten falsche Antworten.
Aber immerhin 11 Schilerlnnen konnten auch hier eine richtige Antwort geben.

Somit kann gefolgert werden, dass beinahe alle Schilerlnnen der Klasse dieses
Teilziel 2 erreicht haben.

4.3 Reflexionen zum Teilziel 3

Aufgrund der Evaluierungsergebnisse des Beispiels 7 aus der 2. Schularbeit ist er-
sichtlich, dass 5 Schilerlnnen mit dieser Art von Aufgabenstellungen sehr gut bis gut
umgehen konnten. 10 Schulerlnnen konnten durchschnittlich damit umgehen und 7
schlecht bis gar nicht.

Die Fehler die auftraten, waren sehr weit gestreut: Probleme mit der Ableitung der
Polynomfunktion (wobei der Vorfaktor ,1/3“ offensichtlich Einiges zur Verwirrung bei-
trug), Probleme mit der Algebra, Probleme beim Ldsen der quadratischen Glei-
chung, usw.

Somit verfligen etwa zwei Drittel der Schilerlnnen der Klasse Uber die Fahigkeiten,
die fir den Verlaufsaspekt relevanten Begriffe aus einer Polynomfunktion berechnen

und interpretieren zu kénnen.
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4.4 Reflexionen zum Teilziel 4

In diesem Abschnitt wurden die Schilerlnnen mit dem schwierigsten Abschnitt die-
ses Projektes konfrontiert. Jede Zweiergruppe erhielt ein Beispiel aus einem Anwen-
dungsbereich der Differenzialrechnung. Die 5 verschiedenen Themenstellungen un-
terschieden sich sowohl im Anwendungskontext als auch in der mathematischen
Funktionsgleichung. Von den Anwendungskontexten wurden die Gebiete Medizin,
Biologie, Physik, Technik und Wirtschaft berihrt. Vom mathematischen Inhalt reichte
der Bogen von Polynomfunktionen zweiten und dritten Grades, Uber eine gebrochen
— rationale Funktionsgleichung bis hin zu verschiedenen Exponentialgleichungen. Im
Teil A ging es bei all diesen Partnerarbeiten um das Berechnen (mit dem CAS Ma-
thematica), Interpretieren und Kommunizieren von Verlaufseigenschaften der jeweili-
gen Funktionsgleichung. Wobei - je nach Funktionsgleichung - manchmal nur Mono-
tonie und rel. Extrempunkte und manchmal nur Krimmung und Wendepunkte im
Zentrum der Betrachtungen standen. Von den 10 Zweiergruppen und einer Dreier-
gruppe konnten 5 Gruppen gut mit den vorgegebenen Problemstellungen umgehen,
4 Gruppen durchschnittlich und 2 Gruppen Uberhaupt nicht.

Somit wurde dieses Teilziel 4 (Berechnen, Interpretieren, Reflektieren und Kommuni-
zieren von Verlaufseigenschaften) von weit mehr als zwei Drittel der Schilerlnnen

dieser Klasse erreicht.

Im Teil B war vorgesehen, die Erkenntnisse Uber den Verlaufsaspekt auf Parameter-
funktionen auszudehnen. An diesem Teil scheiterten leider alle Gruppen. Offensicht-
lich war die daflir investierte Unterrichtszeit zu kurz und die Thematik dafir zu
schwer. Bei einem ahnlichen zukinftigen Projekt misste deswegen weitaus mehr

Zeit in die Vorbereitung der Parameterfunktionen investiert werden.
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5 AUSBLICKE

Dieses Unterrichtsdesign mit seinen wesentlichen Elementen (wie Auslagerung von
umfangreichen Berechnungen an CAS, Animationen mit Mathematica - Movies, Sta-
tionsbetrieb in Gruppenform, Schreiben von Aufsatzen / Zeitungsartikeln, Vortrag und
Aushandlung im Plenum) erscheint geeignet, auch in anderen Teilgebieten der Diffe-
renzialrechnung, der Mathematik oder Gberhaupt in anderen technischen Gegens-

tanden verwendet zu werden.
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e 0| || MOMENTANE ANDERUNGSRATE Seite 112
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Station 2 — Monotonie und relative Extrempunkie

1] Dis folgenden beiden Grafiken beinhalten jeweils sinen Funklionsgraphen
{durchgezeichnel] sowie dessen ersten Ableitungsfunklicrsgraphen (strichlisr

gezeichnet).

a) In welchen Bereichen ist der Funktionsverauf streng monoton steigend?
B In welchen Bereichan st der Funktionsverlauf streng monoton fallend @
c] Anwelchen Stelien befinden sich rel. Extrempunkte (rsl. Hochpunkd, rel. Tisfpunkt] g

VYergleichen Sie dazu den Funkfionsgraphen mit dem Graphen der ersten
Ableitungsiunkiion!

Wais stellen Sie dabei fest? Vergleichen Sie die Lésungen von o mit der ersten
Abkleitungsfunktfion!

a) fla=-5x7+ 15 & mit f'(x| =-10x+15
Blfxl ==&+ 9x+1 mil T'(x)=3x2-12x+9

(3131 =]

-1 o 1 -
///-m -1 L~ =3 4 5
l_.-f -20 =10
Anteitung f0r a: L&sung von [
sireng monoton steigend firx < 1.5 sireng monocion steigend 100 ..,
rel, Hochpunkt beix=1.5 streng monoton fallend i ...
streng monoton fallend fir ... rel. Hochpunkt bei ...
rel. Tisfpunkt beai ...
STATION 2 @.n"l W, Marrath |
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Welchen Iusaommenhang erkennen Sie zwischen der ersten Ableitung und der
Monalonie?

e B B B R R AR RRE R EER IR R R AR R

,,,,,,,,, R T I Lt LI T e T I T L T T e e T T PP R T T P T TR T PP e

Welchen Iusammenhang erkennen Sie zwischen der arsten Ableifung und den rel
Exlrampunklen®

EASEE R R PR R R RS R PRy FEmrrm ey T e RN LT P L e T

2} [Grofik ous David Waugh: JThe New Wider Werd",
Melson, 1994, 5. 199, 5, 197]

Die nebanstehendes Grafik sielit einige Kimodaten von Kano
in Migero dar,

¢ Beschrelben Sie den Temperaturverlauf und die
vorhandenen besonderen Punkie mit einigen Satzen!
Benitzen Sie dafir die Begrifie Maonolonie und rel,
g g () (R Je e SR e R e A e e S

| Welche Zeit erscheint fir einen Europder ols Relsezeit in
dieses Land am besten geeignet zu sein? Begrindean Sie hre

Enfschahaarg s R S R e Lok i1 .
AN L ASOND

BEEAA R EEE R R TR PR PR nee pass = -

<) Durch welche Polynomfunklion [Welcher Grad?®) kénnte der nebenslehende
Funktionsveraul ungefdhr dargestellt werden®

3) Gegeben ist die Funklion f{x] = 2x2+ 4 x+3 mit der ersten Ableitungsiunktion
flie] =4x+4

In welchan Bersichen it dis Funktion sireng monoton steigend bzw. follend?
Anwelcher Stelle befindet sich der rel. Extrempunkts

STATION 2 @.?.I' W Marrath
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Das Wachstum von Sonnenblumen

Das Wachstum ven Sonnenblumen kann durch die Funkfion h mit

260

M= TTasav e

beaschrigben werden (h ..H&he in cm; 1...2eil in Toge: Maximaihdhe = 260 em:
L. wWachsturmsiaktorn).

LILH]
esof

4]

oo

Rl

a) Wachstumsfaktor i = 0.08546

Fragen:

1] Wie kann man bestimmen, zu welchem Zeitpunk! die Sonnenblume ihr Wachstums-
verhalten andert [rechnerisch und grofisch)?
Beschraiben Sia dies mit einigen Salzen!

2} Berechnen Sie [mit dem Pregramm Malthemafica), zu welchem Zeitpunk! die
Sonnanblume ihr Wachstumsverhalten énderd! Berechnen Sie auch die HEhe der
Sonnenblume zu diesem Zeltpunkl!

3) In welchem Bersich ist die Funktion progressiv - bzw. degressiv verloufend?
[Lsen Sie dies mit dem Pregramm Mathemaltica rechnerisch und grafischl|
Was bedeuten diess beiden Begriffe aut das Wachstum der Sonnenblume bezogen?
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b) Der Wachstumsfaktor . als Parameter:

4.=0.03, 0.05, 0.07 baw, 0.09 Die 3D - Parameterfunklion:

LI4 0]
00

£21]
o
Lig
Lag

a0

o a8 &0 ™

Fragen:

1] Wie kann maon besfimmen, zu welchem fellpunk! die Scnnenblumen hr Waochsturms-
vathalten andern? (st dies nun auch grafisch magich®
Eridaren Sie diss mil einigen $atzan!

2] Berechnen She [mil dam Prograomm Mathematica) v welchem Iellpunit die
Lonnenblumen i Wachstumsverhalten dndern| Berechnen Sie auch die HShen der
Sonnenblumen zu dissem Ieiipunkil
Beschralben Sie dies mit einfochen Saizen|

3} In welchem Bereich ist dia Funkiion progressiv - bow, degressiv verlaufend?
(Lésen Sie dies mil dem Programm Malhematical)
Beschreiben Sie dies mif einfachen Satzan!

4 Was hat sich nun gegeniiber dem Tell o gednden? Schreiben Sie einige S0tze dozul
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