Der Differentialquotient

A) Fiir den Weg s(t), den ein Korper beim freien Fall in der Zeit t zurticklegt, gilt

ndherungsweise s(t) = 5 t* (t in Sekunden, s in Meter; der Luftwiderstand wird nicht
beriicksichtigt).

a) Berechne die mittleren Geschwindigkeiten eines frei fallenden Koérpers in den
Zeitintervallen [3,z] fir z=1; 0,5; 0,1; 0,01; 0,001.
b) Wie groB} ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3?

Losung: (War vom Schiiler einzusetzen)
[a— - . 2 —_—
D) V()= s(z)—s(3) _ s(z)-s(3) , 5-(z-9)
z-3 z—3 z—3

b)V(3,3+h)—w h#0

 5*(3+h)-5%3

h [3;3,001] 30,005

_ 45+30h+5h?—-45
h

= 30+ 5h

b) Wir bezeichnen die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3 mit v(3). Was soll man unter
der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3 iiberhaupt verstehen? Es liegt nahe, die
mittlere Geschwindigkeit in einem immer kleineren Zeitintervall [3,z] zu ermitteln,
d.h. z immer niher bei 3 zu wihlen, wodurch man eine immer bessere Néherung fiir
die gesuchte Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3 erhilt. Die Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt 3 kann man als Grenzwert dieser mittleren Geschwindigkeiten auffassen,
wenn sich z unbegrenzt der Zahl 3 néhert. Aufgrund der Tabelle vermuten wir, dass
dieser Grenzwert 30 ist, dass also v(3) = 30 m/s betragt.

oder: wenn sich h unbegrenzt der Zahl Null néhert.
v(3) = lim V (3,3+h)
h—0

Man liest dies: v(3) ist der Limes von V (3,z) fiir z gegen 3.

Ein Korper bewege sich gemaf der Zeit-Ort-Funktion s: t—> s(t). Man nennt

W0 = lim ¥ (12) = lim 3@ =50
z-t 7—t

7>t

die Geschwindigkeit des Korpers zum Zeitpunkt t = Momentangeschwindigkeit

bzw. v(t) = lim
h—0

s(t+h)—s(t)
h

Deutungen des Differentialquotienten

Der Differentialquotient (die Anderungsrate) f'(X) ist ungeféhr gleich

- dem Verhiltnis der Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente in der
Nihe von x,




- der mittleren Anderung von f pro Argumenteinheit in der Nihe von x,
- dem Faktor, mit dem die Anderung der Argumente in der Néhe von x multipliziert werden

muss, um die Anderung der Funktionswerte zu erhalten. Der Differentialquotient f'(X) gibt

nidherungsweise an, wie viel mal schneller die Funktionswerte in der Nidhe von x wachsen
bzw. fallen als die Argumente.

Die zweite dieser drei Deutungen ergibt allerdings nur dann einen Sinn, wenn die Argument- einheit klein im
Vergleich zur betrachteten Umgebung von x ist.

Der Differentialquotient als Steigung
Differentialquotient als Steigung einer linearen Funktion

Satz: Der Differentialquotient einer linearen Funktion f mit f(x) = kx + d ist an jeder Stelle x
gleich der Steigung k.

Differentialquotient als Steigung einer nichtlinearen Funktion
Wir betrachten jetzt eine Funktion f, die nicht unbedingt linear sein muss. Wir werden zeigen, dass man in
diesem Fall den Differentialquotienten f'(X) als Steigung der Tangente t an den Graphen der Funktion f im

Punkt (x/f(x)) auffassen kann. Dazu miissen wir aber zuerst erkldren, was man unter einer Tangente an einen
Funktionsgraphen iiberhaupt versteht.

Im Folgenden erarbeiten wir eine Definition der Tangente an einen Funktionsgraphen, die auf Gottfried Wilhelm
LEIBNIZ (1646-1716) zurlickgeht. In Abb.4 gilt:

Steigung der Sekante = w
Wir lassen z gegen x streben (sieche Abb.4 ).Nahert

sich z unbegrenzt der Stelle x, so néhert sich der Punkt Z

unbegrenzt dem Punkt X, und die Sekante néhert sich

unbegrenzt einer Grenzgeraden t. Die Steigung dieser

Grenzgeraden ist der Grenzwert der Sekantensteigungen

fiir z gegen x, also f'(X) . Diese Grenzgerade bezeichnet

man als Tangente an den Graphen von f im Punkt X.
Abb.4

Definition: Es sei f eine reelle Funktion und f'(X) ihr Differentialquotient an der Stelle x.
Die Gerade durch den Punkt X = (x/f(x)) mit der Steigung f'(X) bezeichnet man

als Tangente an den Graphen von f im Punkt X. Die Steigung f'(X) dieser
Tangente heilt auch Steigung der Funktion f an der Stelle x.

Wir kdnnen somit den bisherigen Deutungen des Differentialquotienten eine weitere hinzufiigen. Man kann
f'(X) als Steigung der Funktion f an der Stelle x bzw. als Steigung der Tangente an den Graphen von fim
Punkt X = (x/f(x)) deuten.

Der Differenzenguotient - mittlere Anderungsrate:

In untenstehender Tabelle sind die Entfernungen eines 100m-L&ufers in Abhéngigkeit von der Anzahl der
gelaufenen Sekunden angegeben:

1) Betrachten Sie die Intervalle [3;5], [4;7] und [7;9]!
2) In welchem Intervall wird die langste Strecke zuriickgelegt?
3) In welchem Intervall ist die mittlere Geschwindigkeit am hochsten?




s(t)
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17
27
38
49
61
72
81
90
100
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Fertigen Sie nun eine Tabelle an, die jeder gelaufenen Sekunde die mittlere Geschwindigkeit zuordnet.

Berechnen Sie dann die den oben angegebenen Intervallen zugehorigen Differenzenquotienten! Was sagen diese
nun aus?

v(t
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