1.1 Der Differenzenquotient

In diesem Abschnitt lernen wir ein MaR kennen, mit dem man die Anderung einer Funktion in
einem Intervall beschreiben kann.

1.01 Die nebenstehende Tabelle ist ein Uhrzeit Entfernung
Auszug aus dem Fahrplan des Ort an ab von Villach (in km)

¢ Villach 16.13 0

Expresszuges ‘,,Romulus ’ Klagenfurt 16.37 16.39 38

a) Berechne die mittlere Leoben 18.33 18.35 196

1 1 : Bruck a. d. Mur 18.47 18.49 212

Ge_SChWHldl'gkelt des Zuges Wiener Neustadt 20.09 20.10 322
zwischen Villach und Wien | 2040 ar2 |

Klagenfurt, Klagenfurt und Leoben, Leoben und Bruck a.d. Mur, Bruck a.d. Mur und
Wiener Neustadt, Wiener Neustadt und Wien. In welchen dieser Streckenabschnitte
fahrt der Zug am schnellsten?

b) Die Bewegung des Zuges werde durch die Zeit-Ort-Funktion s: t+> s(t) beschrieben.
Gib eine Formel fiir die mittlere Geschwindigkeit V(t,,t,) des Zuges im Zeitintervall

[t1, t2] an.

Ein Korper bewege sich gemél der Zeit-Ort-Funktion s: t+ s(t). Man nennt

V(t,t,) = —S(tiz):il(tl)

die mittlere Geschwindigkeit des Korpers im Zeitintervall [t,;t, |

1.02 In nebenstehender Tabelle sind die zu verschiedenen

Uhrzeiten t eines Tages gemessenen Temperaturen Uhrzeitt | Temperatur

T(t) an einem bestimmten Ort angegeben. T(t) CC)

a) Berechne die Temperaturinderungen in den 8 9
Zeitintervallen [8;14], [12;18] und [14;20]. Was 10 10
bedeutet positives, was negatives Vorzeichen der 12 13
Temperaturinderung? 14 17

b) Gib die Temperaturinderung im Zeitintervall 16 14
[t1,t2] an. 18 13

¢) Berechne die Temperaturinderungen in den 20 11

Zeitintervallen [8;12], [12;14] und [10;16].
In welchem dieser Zeitintervalle dndert sich die Temperatur im Mittel am schnellsten?
d) Gib die mittlere Temperaturdnderungsgeschwindigkeit im Zeitintervall [t;,t,] an.

LdOsung:

a) Im Zeitintervall [8 ;14]: 17-9 =8 (°C)
Im Zeitintervall [12;18]: 13 -13=0 (°C)
Im Zeitintervall [14;20]: 11 — 17 =-6 (°C)

b) T(t) — T(t1)

c) Die Temperaturdnderung betrégt in allen drei Zeitintervallen 4°C. Dies heil3t aber
nicht, dass die Temperatur in allen drei Zeitintervallen gleich schnell wéchst, da die
Zeitintervalle von unterschiedlicher Dauer sind. Die mittlere Temperaturdnderungs-
geschwindigkeit erhilt man jeweils, indem man die Temperaturzunahme durch die
Zeitdauer dividiert:

Im Zeitintervall [8;12]: +=1 (°C/h)




Im Zeitintervall [12;14]: =2 (°C/h)
Im Zeitintervall [14;20]: 2= 2 (°C/h)

Man erkennt: Die Temperatur dndert sich im Zeitintervall [12;14] im Mittel am
schnellsten.

g TW-TE)

s(t,)—s(t,) oder T(t,)-T(t)

t2_1

treten in der Mathematik und ihren

Ausdriicke wie
t—t
Anwendungen hiufig auf und erhalten einen eigenen Namen:

Definition: Es sei f: A—R ecine reelle Funktion und [a,b]  A. Dann heif3t die reelle Zahl
f(b) —f(a)
b-a )
der Differenzenquotient oder die mittlere Anderungsrate von fin [a,b] .

Grundaufgaben

1.04 Ein frei fallender Korper legt nach t Sekunden ungefiahr den Weg s(t) =5 t2 (in Meter)
zuriick. Berechne die mittlere Geschwindigkeit des Korpers im Zeitintervall:
a) [0;1] b) [1;2] c) [2;3] d) [1;10]
1.05 Berechne die mittlere Anderungsrate von f im angegebenen Intervall :
a) f:x—>3x2 , [1;5] ) fix— xX*x ,[0;5] ) f x>2, [-5-2]
b) f:x— 2x-1 ,[-2:4] d fixo>x*, [28] D fix—>L, [10:20]

1.06 Gib die mittlere Anderungsrate der Funktion fim Intervall [u,v] an. Wie lautet diese
mittlere Anderungsrate, wenn a) f(x) = X2, b) f(x)=x>?
1.08 Die nebenstehende Tabelle gibt die Anzahlen der

Ehescheidungen in Osterreich von 1961bis 2001 an. Jahr ] Ehescheidungen

Es sei A(t) die Anzahl der Ehescheidungen im Jahre t. 1961 8045

a) Berechne die mittlere Scheidungsrate in den 1971 10 005
Zeitraumen [1961,1971], [1971,1981], [1981,1991] 1981 13 369
und [1991,2001]. In welchem dieser Zeitriume war 1991 16 391
die mittlere Scheidungsrate am grof3ten? 1999 18 512

b) Gib die Anderung der Anzahl der Ehescheidungen 2000 19 552
im Zeitraum [a,b] an. Was bedeutet das 2001 20 582
Vorzeichen?

¢) Gib die mittlere Scheidungsrate im Zeitraum [a,b] an.

1.2 Das Vorzeichen des Differenzenquotienten
In diesem Abschnitt Giberlegen wir, was das Vorzeichen des Differenzenquotienten aussagt.

Ist [a,b] ein Intervall, dann gilt b — a > 0. Damit ergibt sich folgendes:

f(b)—-f(a)

by~ ~0 = f)-f@>0 = fa)y<f(b) (siche Abb.Ia)




f(b)—f(a)
b-a

f(b)—f(a)
b-a

<0 = flb)-fa)<0 = f(a)>f(b) (siche Abb.1b)

=0 = f(b)-fla)=0 = fla)=1f(b) (siche Abb.lc)

fal

1

Abb.la Abb.1b Abb.1c

Ist der Differenzenquotient von f'in [a,b]

- positiv, so sagt man, f steigt insgesamt in [a,b] bzw. f steigt im Mittel in [a,b] (f muss aber nicht
monoton steigend in [a,b] sein),

- negativ, so sagt man, f fallt insgesamt in [a,b] bzw. f fallt im Mittel in [a,b] (f muss aber nicht
monoton fallend in [a,b] sein),

- gleich 0, so sagt bedeutet dies, dass f an den Stellen a und b den gleichen Wert annimmt (f muss
aber nicht konstant in [a,b] sein).

Grundaufgaben

1.12 Gegeben ist die nebenstehend abgebildete Funktion f. y4

a) In welchen der Intervalle [0;2], [2;5] und [5;8] ist der 1 |
Differenzenquotient positiv, in welchen negativ, in ) / w
welchen gleich 0 ? Beantworte diese Frage, ohne zu
rechnen. ! ‘ |
b) Ermittle die Differenzenquotienten von f indiesen 5% 2 3 15 © ¢ 3 8§
Intervallen. Abb.2

1.15 Zeichne den Graphen einer Funktion f, deren Differenzenquotient
a) in den Intervallen [0;2], [2;4], [4:6], [6;8] abwechselnd positiv und negativ ist,
b) in [0;2] positiv, in [2;4] gleich 0, in [4;6] negativ und in [6;8] wieder positiv ist.

1.3 Der Differenzenquotient einer linearen bzw. nichtlinearen
Funktion

In diesem Abschnitt lernen wir, was der Differenzenquotient einer Funktion mit der Steigung
der Funktion zu tun hat.

1.20 Berechne den Differenzenquotient einer linearen Funktion f mit f(x) = k-x + d in einem
Intervall [a,b].

f(b)—f(a) _ k-b+d—(k-a+d) _k-b-k-a _k-(b-a) _,

Losung: b-a b-a b-a b-a

Aus der letzten Aufgabe ergibt sich:

Satz: Der Differenzenquotient (die mittlere Anderungsrate) einer linearen Funktion ist in




jedem Intervall [a,b] gleich der Steigung k.

Dieser Satz ist in Abb.1 veranschaulicht.

1
{(b)k—-____--- f PION) R s
/Ab @) £0o)-fla)=s(b)-s(a)
1@"; Ba s A
— AN -
Abb.1 Abb.2

Ist die Funktion f in [a,b] nicht linear, so kann man die lineare Funktion s mit s(a) = f(a) und
s(b) = f(b) betrachten (siche Abb.2). Man nennt diese Funktion die Sekantenfunktion von f
in [a,b]. Der Graph von f verlduft oft in der Ndhe des Graphen von s, dies muss aber nicht
immer der Fall sein.

Ist k die Steigung der linearen Sekantenfunktion s, dann gilt aufgrund des obigen Satzes:

f(b)-f(a) _ s(®)=s(@) _,
b-a b-a

Es gilt also:

Satz: Der Differenzenquotient (die mittlere Anderungsrate) einer Funktion f in [a,b] ist
gleich der Steigung der Sekantenfunktion von f'in [a,b].

Die Steigung k der Sekantenfunktion bezeichnet man auch als mittlere Steigung von f in
[a,b]. Man sieht beispielsweise in Abb.2: Im Intervall [a,b] ist die Steigung von f an manchen
Stellen kleiner als die Steigung von s, an manchen Stellen grof8er. Im Mittel hat f jedoch im
Intervall [a,b] die Steigung k der Sekantenfunktion.

Grundaufgaben
1.21 Zeichne in Abb.3 die Sekantenfunktion von f im Intervall i £
a) [-2;1], b) [1;3], ¢) [3;5] ein. Ermittle deren Steigung A
und gib eine Termdarstellung der Sekantenfunktion an. JIEA
L/
Abb.3
-2 =4 0 A4 2 3 4 s

1.22 Sei f(x) = 4x* — 5x + 6. Ermittle die Steigung der Sekantenfunktion von f im Intervall:
a)[0;9] b) [3;11] c¢) [10;100] d) [100;110]




1.4 Deutungen des Differenzenquotienten

In diesem Abschnitt lernen wir Deutungen des Differenzenquotienten kennen, die fiir
Anwendungen wichtig sind.

Den Differenzenquotienten w kann man auffassen als Verhiltnis der Anderung der

Funktionswerte von f zur Anderung der Argumente im Intervall [a,b].

Man kann ihn auch als mittlere Anderung der Funktionswerte von f pro Argumenteinheit im
Intervall [a,b] auffassen. (Er ist gleich der Steigung der Sekantenfunktion von f in [a,b] und
diese kann man als mittlere Anderung der Funktionswerte pro Argumenteinheit auffassen).

Eine weitere Deutung des Differenzenquotienten ergibt sich durch folgende Uberlegung:
—f(bg Z(a) f(b) — f(a) =k - (b a)

Der Differenzenquotient k gibt also den Faktor an, mit dem man die Anderung der Argumente
in [a,b] multiplizieren muss, um die Anderung der Funktionswerte in [a,b] zu erhalten. Wenn
k positiv (negativ) ist, kann man auch sagen: Die Funktionswerte wachsen (fallen) in [a,b]
k-mal so schnell wie die Argumente.

Wir fassen zusammen:

Deutungen des Differenzenquotienten (der mittlere Anderungsrate)

f(b) f(a)

Differenzenquotient als Verhaltnis: ist gleich dem Verhiltnis der Anderung der

Funktionswerte zur Anderung der Argumente in [a,b]

f(b) f(a)

Differentenquotient als mittlere Anderung pro Einheit: ist gleich der mittleren

Anderung der Funktionswerte pro Argumenteinheit in [a,b]

f(b) f(a)

Differenzenquotient als Faktor: ist gleich dem Faktor, mit dem die Anderung der

Argumente in [a,b] multipliziert werden muss, um die Anderung der Funktionswerte in
[a,b] zu erhalten.

Grundaufgaben

1.24 Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = 3-x> .In welchem Verhiltnis steht die Anderung der
Funktionswerte zur Anderung der Argumente im Intervall:
a)[1;2]  b)[0;10]  ¢)[50;100]  d) [u,v]

Lbsung zu a): . Das Verhiiltnis der Anderung der

f(2)-f(1) _ -3’ _9
2-1 2 1 1
Funktionswerte zur Anderung der Argumente betriigt 9:1.

1.25 FEin frei fallender Korper legt in t Sekunden ungefdahr den Weg s(t) = 5t* (in m) zuriick.
Wie grof} ist die mittlere Wegzunahme pro Sekunde im Intervall:
a) [0;2] b) [1:5] c¢) [8:15] d) [20;25]




1.26 Ein frei fallender Korper hat nach t Sekunden ungefihr die Geschwindigkeit v(t) = 10t
(in m/s). Wie gro8 ist die mittlere Geschwindigkeitszunahme pro Sekunde (d.h. die
mittlere Beschleunigung) im Intervall:

a) [0;5] b) [0;10] c¢) [0;20] d) [10;20]
1.27 Ein kugelférmiger Ballon mit dem Radius r hat das Volumen V(r) = 4 . Wie groB ist

die mittlere Volumszunahme pro cm Radius, wenn der Ballon
a) vom Radius 5 cm auf den Radius 10 cm,
b) vom Radius 10 cm auf den Radius 15 cm,
a) vom Radius 15 cm auf den Radius 20 cm aufgeblasen wird?
1.28 Ein kugelformiger Ballon mit dem Radius r hat den Oberfldcheninhalt O(r) =4nr’. Wie
grof} ist die mittlere Oberflichenzunahme pro cm Radius, wenn der Ballon
a) vom Radius 1 cm auf den Radius 20 cm,
b) vom Radius 15 cm auf den Radius 30 cm,
¢) vom Radius 1 cm auf den Radius 30 cm aufgeblasen wird?
1.29 Gegeben ist die folgende monoton wachsende Funktion f. Wie viel mal starker
wéchst f(x) als x , wenn x von x; auf x, wichst?
a) f(x)=x , x1=1, x,=4 c) f(x)=x*, x;=0, x,=10
b) f(x)=2x, x;=1, x,=4 d) f(x)=2%, x,-0, x,=10
1.30 Berechne den Differenzenquotient der Funktion f im angegebenen Intervall und deute
das Ergebnis auf drei verschiedene Arten:
a) f(x) = x*1, [0;10] b) f(x) = 1-x%, [2;5] ¢) f(x) = x>x+1 , [2:8] d) f(x) = -2x°, [1;100]

1.5 Der Differentialquotient

In diesem Abschnitt lernen wir den zentralen Begriff der Differentialrechnung kennen.

1.34 Fiir den Weg s(t), den ein Kdrper beim freien Fall in der Zeit t zuriicklegt, gilt
ndherungsweise s(t) = 5 t? (t in Sekunden, s in Meter; der Luftwiderstand wird nicht
beriicksichtigt).

a) Berechne die mittleren Geschwindigkeiten eines frei fallenden Korpers in den
Zeitintervallen [3,z] fiir z =1, 0,5; 0,1; 0,01; 0,001.
b) Wie groB ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3?

Ldsung:
-s(3) _ 5:2°-45 _5-(Z2-9) _ 5:(z=3):(z+3)
-3 z—3 z-3 z-3

2) v(3.2) = & = 5.(2+3)
Z

Diese Formel gilt nur fiir z# 3, weil sonst der

Nenner der Briiche gleich 0 wire. Z"m
Setzt man fiir z die angegebenen Werte ein, erhélt %3;‘]5]
man die in der nebenstehenden Tabelle [3:3,1]

. o [3;3,01]
angegebenen mittleren Geschwindigkeiten. [3:3,001]

b) Wir bezeichnen die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3 mit v(3). Was soll man unter
der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3 {iberhaupt verstehen? Es liegt nahe, die
mittlere Geschwindigkeit in einem immer kleineren Zeitintervall [3,z] zu ermitteln,
d.h. z immer néher bei 3 zu wéhlen, wodurch man eine immer bessere Ndherung fiir
die gesuchte Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 3 erhilt. Die Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt 3 kann man als Grenzwert dieser mittleren Geschwindigkeiten auffassen,

6



wenn sich z unbegrenzt der Zahl 3 nihert. Aufgrund der Tabelle vermuten wir, dass
dieser Grenzwert 30 ist, dass also v(3) = 30 m/s betrigt.

In der letzten Aufgabe haben wir aufgrund der Tabelle vermutet, dass der Grenzwert der
mittleren Geschwindigkeiten gleich 30 ist. Kénnen wir diesen Grenzwert auch berechnen?
Ko6nnen wir nicht einfach in der Formel v (3,z) = 5-(z+3) fiir die Variable z =3 setzen? Wir

wiirden dann tatsdchlich 5-(3+3) = 30 erhalten. Leider konnen wir so nicht vorgehen, weil
die Formel v(3,z) = 5-(z+3) nur fiir z#3 gilt. Wir konnen aber folgendermallen

argumentieren: Wenn sich z unbegrenzt der Zahl 3 nidhert, dann néhert sich z+3 unbegrenzt
der Zahl 6 und somit 5-(z+3) unbegrenzt der Zahl 5-6 = 30.

Die Geschwindigkeit v(3) ist der Grenzwert (lat.: limes) der mittleren Geschwindigkeit
v (3,z), wenn sich z unbegrenzt der Zahl 3 nihert. Man schreibt dafiir:
v(3) = lin} V(3,2

Man liest dies: v(3) ist der Limes von Vv (3,z) fiir z gegen 3.

Ein Korper bewege sich gemif der Zeit-Ort-Funktion s: t+ s(t). Man nennt
V()= V(tz) = lim $&=5®
z—>t z—t

die Geschwindigkeit des Korpers zum Zeitpunkt t.

Ausdriicke wie lim w oder 1i1121 w treten in der Mathematik und ihren
z—>t - z—> -

Anwendungen héufig auf und erhalten einen eigenen Namen:

Definition: Es sei f eine reelle Funktion. Der Grenzwert
fi(x) = lim 1A=
Z—X Z—X .
heiflt Differentialquotient von f an der Stelle x oder Anderungsrate von f
an der Stelle x.

In den Aufgaben 1.34 und 1.35 haben wir Anderungsraten von GroBen betrachtet, die von der
Zeit abhidngen. Anderungsraten kann man aber auch berechnen, wenn es sich nicht um zeit-
liche, sondern andere Abhéngigkeiten handelt. Die folgende Aufgabe soll dies illustrieren.

Grundaufgaben

1.37 Gegeben ist die Funktion f: x > x?+ x — 1. Stelle eine Formel fiir den
Differentialquotienten f'(x)auf und berechne f'(3) sowie f'(-5).

1.38 Stelle eine Formel fiir den Differentialquotienten f'(x) auf und berechne f'(1) und
f'(-3).
) f(x)=x> bfx)=x-x ofx)=x d)fx)=x-5x>+1

1.39 Stelle eine Formel fiir den Differentialquotienten f'(x) auf und berechne f'(-2) und
f'(4).




f)=-2 b= of=-i; d fx)=-

X

+1
1.40 Bestimme den Differenzenquotient der Funktion f im Intervall [2;4] und den
Differentialquotient an der Stelle 2.
a)f(x)=3x" b)fx)=1-2x o) fx)=x'-x*+4 d)fx)=x"-2x
1.41 Bestimme den Differenzenquotient der Funktion f im Intervall [1;2] und den
Differentialquotient an der Stelle 1.
D=1 Bf=-1 9f=% df=-%

1.6 Deutungen des Differentialquotienten

In diesem Abschnitt lernen wir, was man sich unter einem Differentialquotienten vorstellen
kann.

V4

Es ist f'(x)= lim % Ist z sehr nahe bei x, dann ist f'(x) = % Man kann

Z—>X
sich also unter dem Differentialquotienten an der Stelle x ndherungsweise einen
Differenzenquotienten in einer sehr kleinen Umgebung von x vorstellen. Damit {ibertragen
sich alle Deutungen des Differenzenquotienten auf den Differentialquotienten, wenn man nur
dazusagt, dass man in der Néhe der Stelle x bleibt. Wir kénnen also sagen:

Der Differentialquotient (die Anderungsrate) f'(x) ist ungefihr gleich

- dem Verhiltnis der Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente in der
Nihe von x,

- der mittleren Anderung von f pro Argumenteinheit in der Nihe von x,

- dem Faktor, mit dem die Anderung der Argumente in der Niihe von x multipliziert werden
muss, um die Anderung der Funktionswerte zu erhalten. Der Differentialquotient f(x) gibt
ndherungsweise an, wie viel mal schneller die Funktionswerte in der Ndhe von x wachsen
bzw. fallen als die Argumente.

Die zweite dieser drei Deutungen ergibt allerdings nur dann einen Sinn, wenn die Argument-
einheit klein im Vergleich zur betrachteten Umgebung von X ist.

Grundaufgaben

1.53 Gegeben ist die folgende Funktion f. Berechne f'(3). Uberpriife das Ergebnis durch
Berechnung des Differenzenquotienten von f im Intervall [2,99;3,01].
fx)=x" bfx)=x+x ofx)=2 dfx)=1ix-2x*+x

1.54 Fiir eine Funktion f gilt a) f'(2)=5,b) f'3)= 6, c) f'(8) =10, d) f'(0) =-3. Deute
diese Aussage auf drei verschiedene Arten.

Der Differentialquotienr als Steigung ist aus technischen Grinden nicht mdglich!




